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GLIEDERUNG

• Diskret konforme Äquivalenz

• Uniformisierung von elliptischen und hyperelliptischen  
Kurven

• Eine Anwendungen in der Architektur :  
Periodische Parametrisierungen

• Software VaryLab



DISKRET KONFORME ÄQUIVALENZ
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ABBILDUNGSPROBLEM

X

ijk3i

↵̃i
jk = ⇥i

˜̀
ij = eui+uj `ij sinh

� ˜̀ij
2

�
= eui+uj `ijsin

� ˜̀ij
2

�
= eui+uj `ij

Die Formeln für ↵ hängen von der jeweiligen Geometrie ab, z.B.

Für gegebene Längen `ij finde neue euklidische, hyperbolische
oder sphärische Längen ˜̀

ij , so dass



VARIATIONSPRINZIP
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HYPERELLIPTISCHE KURVEN 

(µ,λ)∈!2�µ2 = (λ − λk )
k=1

2g+2
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• Komplex eindimensionale Untermannigfaltigkeit in C2

• Konform äquivalent zu einer zweiblättrigen Überlagerung
von Ĉ mit Verzweigungspunkten �1, . . . ,�2g+2

• Eine Fläche, die als zweiblättrige Überlagerung von Ĉ real-
isiert werden kann, nennt man hyperelliptisch



CHARAKTERISIERUNG

g = 2

Theorem (Schmutz Schaller 1999). Sei R eine geschlossene hyperbolische Fläche von
Geschlecht g. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(i) R ist hyperelliptisch.

(ii) Auf R existieren 2g geschlossene geodätische Linien, die sich in genau einem Punkt
schneiden.

(iii) R besitzt ein Fundamentalpolygon mit 4g Seiten, dessen gegenüberliegende Seiten
verklebt sind und dessen gegenüberliegende Winkel gleich sind.



DISKRETISIERUNG



BEISPIEL
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BEISPIEL: REGULÄRE 
FUNDAMENTALPOLYGONE
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GEGENPROBE

• Elliptisch-Hyperelliptische Fläche mit Geschlecht 3



ELLIPTISCHE KURVEN
µ2 =

4Y

k=1

(�� �k)

• Representiere R als zweiblättrige Überlagerung von Ĉ

• Berechne Modul ⌧ aus der Form des Fundamentalparallelogramms

⌧

1



KONVERGENZ
• Modul ⌧ kann aus �1, . . . ,�4 berechnet werden

• Verwende dieses ⌧ als Vergleichsgröße zur Untersuchung von
Konvergenz



KONVERGENZ

• Konvergenz bei Subdivision eines Tetraeders
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KONVERGENZ
• Untersuche die Abhängigkeit der Konvergenz von der 

Netzqualität



KONVERGENZ
• Keine Konvergenz bei beliebigen Netzen

• Betrachte nur Netze ab einem Schwellwert  
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ANWENDUNG IN DER 
ARCHITEKTUR



ANWENDUNG IN DER 
ARCHITEKTUR

• Thilo Rörig, S., Agata Kycia, and Moritz Fleischmann,  
Surface panelization using periodic conformal maps,   
Advances in Architectural Geometry 2014

• Kooperation mit HENN Architekten Berlin/München  



SURFACE PANELIZATION USING 
PERIODIC CONFORMAL MAPS





Problem: 
• Zerlege eine Fassade mit der Topologie eines 

Kreisrings in reguläre Paneele
• So wenig wie möglich verschiedene Paneele
• Randbedingungen



LÖSUNGSANSATZ

• Reguläre Paneele        konforme Abbildung

• wenig verschiedene Paneele        geringe konforme Verzerrung

• Randbedingungen        Kontrolle über Randkrümmung



GERINGE KONFORME 
VERZERRUNG

• Diejenige konforme Abbildung, die den Rand isometrisch 
abbildet, hat die geringste konforme Verzerrung



PERIODISCHE KONFORME 
ABBILDUNGEN

• Bilde auf einen Kegel mit vorgegebenem (zum Muster 
passenden) Kegelwinkel ab

• Nicht möglich, Geometrie bestimmt den Kegelwinkel
• Passe den Kegelwinkel unter Veränderung der 

Randbedingungen an



RANDBEDINGUNGEN I

• Gerade Randbedingungen      starke konforme 
Verzerrung



RANDBEDINGUNGEN II
• Polygonale Randbedingungen        geringere konforme 

Verzerrung bei geeigneter Wahl der Singularitäten

• Gauss-Bonnet:
nX

i=1

vi +
mX

j=1

wj = 0



OPTIMIERUNG DER PANEELE

Optimierung der einzelnen Paneele

• Ebenheit

• Regularität

• Quantisierung

• Ausrichtung



OPTIMIERUNG



www.varylab.com



1. Discrete uniformization of Riemann surfaces

1. Quadrangulations 

2. Riemann maps 

3. Multiply-connected domains

4. Spheres / Tori / Higher Genus

2. Applications

1. Surface panelization using periodic conformal maps

2. Quasiisothermic mesh layout

3. Optimization of regular and irregular elastic gridshells

3. Implementation

1. HalfEdge / JRworkspace / ConformalLab / VaryLab


